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Reciprocity

Given angular frequency w:

=

e electric field (E)

-

e current density (J)
e complex conductivity o* = o + iwe.

-

J= [0* — (lwp) (V x Vx)| E

a current density 31 which produces electric and magentic fields E‘1 and Fl1
e another current J, and fields Es, Ho.
e an isolated system (no energy from the outside),

reciprocity gives:

/31 -E'ng—/jg-EdV

Reciprocity is valid for linear, passive electromagnetic media
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Reciprocity

The Lorentz reciprocity
/CA -E‘zdvz/JZEdv
published in 1895 following analogous results on sound and light °

Within the EIT community, it has been common to cite Geselowitz [1] who
rediscovered the analogous theorem in electrostatics (Green’s reciprocity).

The Lorentz reciprocity is more general and applies to all linear electromagnetic
networks. It is not valid for non-linear elements (e.g. diodes).

RJ Potton, “Reciprocity in optics” Prog Physics 67:717-754, 2004.
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. . . "Lead Theory to Impedance
Reciprocity: electrostatics Plethysmography

DAVID B. GESELOWITZ, SENIOR MEMBER, IEEE

Abstract—The change in mutual impedance AZ resulting from a

change Ag in the conductivity of  particular region of 2 volume con-

ductor is shown to be given by AZ = —Ag [L'y-L; do. L, and L, are

the lead fields associated with the two ports used to measure AZ.

The integration is over the region where the conductivity hes

changed. The superscript ¢ indicates that the lead field is to be
i in conductivity. volvi

a spherical conductor is provided.

INTRODUCTION

NFORMATION about the internal conductivity
][ of an insulated volume conductor can be gained
from impedance measurements at its surface. Fi
1(a) shows an arrangement commonly used. A (sinusoi-
dal) current 7 is injected at the terminal pair 4,B. The
voltage at C,D is then measured and the ratio of voltage
to current gives a mutual impedance Z [1]. Fig. 1(b)
shows a generalization of this scheme in which a num-
ber of sites are used on the surface of the conductor.
1f the conductivity of a particular internal region is
changing with time, then Z will also vary with time.
Therefore, information may be gained concerning the
changing internal conductivity as in the technique of
. By fately select-
ing the location of surface electrode sites and resistor
values it should be possible to develop an arrangement
for which the mutual impedance is selective for and
sensitive to a particular region. O. H. Schmitt [6] has
suggested that the concept of lead transfer impedance
used in electrocardiography should be applicable here,
and that the mutual impedance should be proportional
to the dot product of the transfer impedances asso-
ciated, respectively, with the current terminals and
voltage terminals. This paper will present a formal
development of this idea.
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i, 1. Measurement of mutual impedance Volume conductor is
asa

ment is used. (b) Resistor welghul\x retworks are used both at

the current and the voltage elect

Fig. 2. Diagram showing terminology used. Current I, at port 4,8
ves rise (o voltage gea. Current J at port €. gives rise to
voltage 5.

THEORY

For simplicity the scheme of Fig. 1(a) will be con-
sidered. Generalization to the scheme of Fig. 1(b) is
straightforward. In Fig. 2 the volume conductor is
linear and is surrounded by an insulator, air. A current
1, impressed at 4,B gives rise to a voltage gcp at ter-
minals C,D. Conversely, a current Iy impressed at C,D
results in a voltage Ys. By definition, the mutual im-
pedance Z is

m

The second equality is a consequence of the reciprocity
theorem, as will be shown in the following.

2DB Geselowitz, “An Application of Electrocardiographic Lead Theory to Impedance Plethysmography” IEEE T Biomed Eng, 18:38—41, 1971
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Reciprocity:
electromagnetics

(176 )

is. Het gaat vooral aan de contractic en volgt steeds in onmeetbaar
korten tiid op de inwerking van don electrischen prikkel, terwijl
Eot contractieproces steeds cen morkbaar stadium van latente werking
heeft, dat buitendien met afnemende sterkte van den prikkel zeer
bolangrijk grooter wordt.

Door de Foeren PrAC en vAN DER WAALS worden over enkele
punten nadere inlichtingen govraagd, en door den Spreker gegoven.

Natuurkunde. — De Heer LoRENTZ bespreekt: ket theoreima van
POYNTING over de energic in het electromagnetisch veld en con
paar algemeene stellingen over de voortplanting van het licht”.

Tn 1883 heoft PovxTING 1) eene tegenwoordig algemeen bekende
beschouwing ontwikkeld, volgens welke overal in het clectromagne-
tiseh veld cen energiestroom bestaat, die in richting en grootte (per
vlakte-cenheid en tijdseenheid) bepaald wordt door ket vector-product
van de electrische on de magnetische kracht, gedeeld door 4 m,
Eene meor algemecne stelling, waarin die van PovsTivg als een
bijzondor geval begrepen is, heb ik bij VornrsRRa %) gevonden.
Het is deze algemeene stelling, dic ik als uitgangspunt voor eenige
beschouwingen wensch te kiezen.

§ L. Schrijit men do grondvergeljjkingen der theoric van Max-
weLL in den cenvoudigen yorm dic daaraan door HEAVISIDE en
Tierrz werd gegeven, dan bevatten zij de volgende veotoren : de
electrische stroom @, de clectrische krackt €, de magnetische kracht
9 on de magnetische inductie B ; bovendien, wanneer men met dic-
lectrica te doon heeft, de dielectrische polarisatie D.

Het verband tusschen 9 en ® en dat tusschen € en &, of —
in dielectrica tusschen € en D, is van den aard der stofafhan-
kelijk. Do overige vergelijkingen daarcntegen, zoowel die, welke in
het binnensie van cen zelfde lichaam, als die, welke aan de grens
van twee media gelden, zjn onder alle omstandigheden dezelfde.

Ten einde nict alleen het verloop van roeds opgewekte olectrici-
teitsbewegingen, maar ook hot ontstaau duarvan in de vergelijkingen
uit te drukken, kan men sannemen dab hier of daar uitwendige

3) Poxxrryo, Phil. Trans. London, Vol. 173, p. 43,
%) Yorrrns, Acta Mathematica. Decl 16, p. 180,

(187) 3

T e ouder begrijpen, hotzalide wat van gz, p,  werd opgemerkt.

Het zal nu voldoende zjn, op con der termen, dic men allus
verkijgt, b, op

2%y

3z
do aandacht to vestigon. Uit het in do vorige § gezegdo kan men
afleiden dat dit do symbolischo witdrukking van don stroom is, die in
Q in do richting & ontstaat door con koppel van lichtbromuen in P
En wel mocten de tweo lichtbrounen die hot koppel samenstollon
in do richting dor z-as op cen oneindig kleinen afstand & van elkuu-
der liggen, terwijl elke lichtbron do richting der y-as heelt en de
5

cone door [§ o], do audore door [ — gum] wordt voorgesteld.

De shotsom van deze redencering is dat men over het opperviak
7 oene zoodanige luag van enkelvoudige liehtbronnen en hovendion
cene zoodanige laag van Koppels van lichtbromnen kan verdeclen,
dat dezo voor & in @ dezolfde symbolische waarde geven, als de
uitwendigo lichtbromnen. Dan zal ‘echter ook dezelfle overcenstem-
ming bestaan wat de werkelijke waarden van &, betvoft.

Wat de bedoelde op o aan te brengen lichtbronnen zelve aan-
gaat, doze zijn geheel bekend, daar wij van olke lichtbron do richting

Kumnen aangoven n de integranl [ Bde golflc moet zijn aan hot

veicle decl der complexe nitdrukking die, tusschen vierkante hakon
goschroven, godiend heeft om de Lichtbron voor te sielicu. Daar
do aldus bepaalde liehtbronnen deselfile worden, hae men het puut
Q en do riehting % ook kieze, blijkt het dat de toestand in el
punt biunen het oppervlak o kan worden beschouwd als voortye
bracht door cene bepaalde verdecling van trillingsmiddelpunten over
dit oppervlak,

Eenc dergelijke stelling werd voor hel geval van con enkel door-
ehijnend isotroop medium revds vroeger door Kikeimors beweren 1),

Hievop volgt cene koite discussic over sommige punten der voor-
dracht tussehen den Spreker eu de Heeren KORTEWEG en VAN Dic
WaaLs.

') Kinemorr, Wied. Anu. Bd. 18, p. 663,

3HA Lorentz, “Het theorema van Poynting over de energie in het electromagnetisch veld en een paar algemeene stellingen over de voortplanting
van het licht” Proc Koninklijke Akademie van Wetenschappen 4:176-187, 1895.
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https://www.lorentz.leidenuniv.nl/IL-publications/sources/Lorentz_KNAW_1895.pdf
https://www.lorentz.leidenuniv.nl/IL-publications/sources/Lorentz_KNAW_1895.pdf

Reciprocity in Electrical Networks

Linear, passive electrical
networks are reciprocal

¢ admittance matrix Y — voltage on nodes, V, to
current into each note, I = YV.

e Setting ground — reduced matrices I, V, and Y

e impedance matrix Z = Y=, such that V = ZI.
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Reciprocity in Electrical Networks

Any network voltage
v=t'zl

where test vector t represents the electrode gain.
For pair-drive EIT where current flows between nodes a and b,

Ia = _Ib = /applieda

with other elements in I, zero. Using a gain, G, between electrodes ¢ and d,
tcg = 0 exceptforte, = -ty = G,

Reciprocity follows from Y being symmetric, and thus
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Reciprocity in Electrical Networks

e = System Matrix
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Left: FEM or resistor network, Right: System Matrix (Y)
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Motivation for symmetrical Y
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We build up the space from empty When adding admittance Y4 g then current
Yao(Va — Vo) flows into N#4 and Y, o( Vo — V4) flows into N#9.

Y will increase by Y, g at (4,9) and (9,4) and decrease by Y, g at (4,4) and (9,9).
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Reciprocity in electromagnetic systems

Abstract: We review reciprocity for electromagnetic (E&M) systems, including EIT.
We note that

e reciprocity is valid for all linear E&M systems,
e jtis clostly related to reciprocity in circuit theory
e the correct reference for earliest work is Lorentz [2].
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